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Goppa-Code

V.C. Goppa hat im Jahr 1970 einen Code veroffentlicht,
der als Verallgemeinerung des BCH-Codes angesehen
werden kann (Originalaufsatz in russischer Sprache: V.C.
Goppa, "A New Class of Linear Error-Correcting Codes",
Probleme Peredatshi Information (=Titel der Zeitschrift),
Band 6, Seiten 24-30, Jahrgang 1970). Seine praktische
Bedeutung flr die Fehlerkorrektur ist - zur Zeit wenigs-
tens - noch gering. Da das Verfahren zur Codeerzeu-
gung aber eine interessante Erganzung der schon be-
kannten Techniken darstellt und es auch fur die spater
zu behandelnden Verschlisselungsmethoden Bedeu-
tung hat, ist ein Blick auf das Arbeitsprinzip nutzlich. Im
ubrigen kann man den BCH-Code als zyklischen Spezial-
fall des im allgemeinen nicht-zyklischen Goppa-Codes
betrachten.

Erzeugung der Codewarter

Sehen wir uns zuerst an, wie man die Codewdrter er-
zeugt, und beschranken uns dazu auf den binaren Fall.
Die Codeldnge entspricht beim Goppa-Code der Anzahl
von Elementen im gewadhlten Erweiterungskorper
GF(2™). Ein Codewort v hat also 2™ Elemente und kann
z. B. als n-Tupel geschrieben werden:

V= (Vi V2 V3 Va)

Wenn man wie gewohnt die hbéchste zu korrigierende
Fehlerzahl mit t bezeichnet, so besteht die Grundidee
darin, 2™ verschiedene Polynome hi(z) Uber GF(2™) mit
dem Grad t-1 zu finden und jedes einzelne mit einem
solchen v; zu multiplizieren, dass die Summe

vehi(z) = vi-h (2)+v,h,(Z)+....+v h (Z)

1 n

den Wert Null annimmt. Da die Polynome hi(z) den Grad
t-1 haben, weist jedes einzelne davon genau ,t“ Koeffi-
zienten auf:

hi(Z) = hiYH-Zt_1 + hiyt,z‘Zt_z + . + hm-Z + hi,o .

Fir ein Beispiel wird das Galoisfeld GF(2*) zugrunde ge-
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legt, wobei die Codeworter die Lange n = 16 haben.
Wenn man t=3 Fehler korrigieren kénnen will, missen
16 Polynome 2.Grades uUber GF(2%) gefunden werden.
Naturlich sind nur ganz bestimmte Polynome dafiir ge-
eignet und Goppa hat hierzu Berechnungsvorschriften
angegeben. Wir nehmen uns diese Vorschriften etwas
spater vor und geben hier zunachst nur die ersten vier
an (zur Erinnerung: die Koeffizienten B, B> usw. des
GF(2*) und deren Struktur findet man in der Tabelle 3-
20 auf Seite 145):

hi(z) = z +1
hy(z) = Vi + 0z

hiz) = 7 +Bz B
h(z) = B Z2+Pp’z +p

Der obige Summenausdruck fur die Polynome hi(z) lasst
sich auch als

(Z Vi'hi,M 'ZH"'(Z Vi'hi,t72
i=1 i=1

2+

Z Vi'hm)'HZ virh ,=0
i= i=1

schreiben. Der Summenausdruck ist also selbst ein Poly-
nom in z vom Grad t-1, welches in allen Koeffizienten
die Codewortelemente v; enthalt. Ein Polynom kann un-
abhangig von z nur dann den Wert Null annehmen,
wenn alle Koeffizienten verschwinden. Mit einer ent-
sprechenden Wahl der Codewortelemente vi, vz, ..., Vq
I3sst sich das erreichen. Da ,t" Koeffizienten vorhanden
sind, stehen t Gleichungen zur Verflgung, denen die
Codewortelemente genlgen mussen. Im vorliegenden
Beispiel sind das 3, die sich mit Hilfe der Tabelle 3-16
zusammenstellen lassen. Fir den Koeffizienten bei z?

gilt

\Z +V, + B8 vy + By, +B"vs +Bve
+ B0, + v + v, + Bivio + By
+ Bovy +B% vy + By, + B + By =0

fUr den Koeffizienten bei z*
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0V1 +V, + Bg V3 + 83V4 + BMV5 + B6V6
vy +B%vg + Bve +B"v10 +Bvay
* Vp + Bz +B"vi + Bvis +B'vig =0,

und fur den Koeffizienten bei z° = 1 gilt schlieBlich

V4 + OVz + BV3 + BZV4 + BgV5 + B4V6
tvy + B3V8 + B13V9 + BBV10 + B12V11
* Vp +B"vis + By + Bvss +B"vig=0.

Diese 3 Gleichungen sind nichts anderes als die bereits
vom Hamming-Code her bekannten Paritatsgleichun-
gen. Codewdrter stellen demnach alle diejenigen Kombi-
nationen der v; dar, fur welche die Paritatsgleichungen
erfullt sind. Damit liegt ein lineares Gleichungssystem
zur Bestimmung der Codewort-Elemente v; vor. Alle Re-
chenoperationen werden im GF(2%) ausgefiihrt. Da die
Informationen aber als Bits erscheinen, ist es wie schon
beim Reed-Solomon-Code zweckmaRig, die binare Poly-
nomdarstellung fir die B-Elemente gemals Bild 3.17 zu
verwenden:

BaEn 1881 G816 @188 || w,
aale 1118 16811 1811 || w;
aaal 1811 1181 1811 || vy
1118 6611 1118 8118 || vy

Ball 1181 8118 B188 || uv,
BERA @181 1168 A118 || u,
BA1A BEEE B118 1181 || w,
B108 1611 8111 8811 [|wy | =H*u' =@

Baan 1881 1618 1111 Vi
BEE1 BEEA 1116 f101 W
BE1E 1188 BE16 BE11 P
la@a 6118 1111 1618 || vy

“'16

Bild 3.17: FParitdtsgleichung eines 16-stelligen Goppa-Codes im
GF(2%) in Matrizen-Schreibweise

Wie erhdlt man hieraus eine Rechenvorschrift zur Be-
stimmung der Codeworter und wie viele Codeworter
sind es? Antworten auf diese Fragen geben die mathe-
matischen Standardverfahren. Nach Bild 3.17 liegen zur
Bestimmung der 16 Codewortelemente v; insgesamt 12
Gleichungen vor, d. h., unser Gleichungssystem ist un-
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terbestimmt. Denn mit 12 Gleichungen lassen sich na-
tlrlich immer nur 12 Unbekannte berechnen. Allerdings
kann man die restlichen 4 willkiarlich festlegen, sie sind
dann eben nicht unbekannt.

Genau das ist aber notwendig, da man auf jeden Fall
auch frei wahlbare Informationsanteile im Code unter-
bringen muss. Damit steht folgendes fest: Von den 16
Variablen kénnen 4 vorgegeben werden, mit denen sich
2% = 16 Informationsworter erzeugen lassen. Das ist zu-
gleich die Anzahl der Codewdrter.

Jetzt besteht die Aufgabe noch darin, diese Codewoérter
zu berechnen (sie werden Ubrigens fur t=3 einen Min-
desthammingabstand von d=7 haben). Um das Glei-
chungssystem in Bild 3.17 zu ldsen, bringt man es zu-
nachst auf obere Dreiecksform. Dazu wird aus der Ma-
trix H durch elementare Zeilenoperationen MOD 2 eine
obere Dreiecks-ahnliche Form erzeugt, die in Bild 3.18
mit H' bezeichnet ist (der Berechnungsvorgang ist an
sich sehr einfach, es empfiehlt sich aber wegen der ver-
haltnismalBig groen Zahl von Teilschritten, diese mih-
same Arbeit einem Programm zu Uberlassen).

1118 aall 1118 8118 || v,
giea 1811l @111 aail || v
gaia 1118 1811 1811 || vg
BaEl 1811 1161 1811 || wy

BEEE 1661 BE16 G168 || w,
BEEE G161 1108 8116 || w,
BEEE GE18 1981 1088 || wg
BEEE GAE1 P16 BE8E ||ws | = H'+ o' =@

BAEA AEGA 1101 G168 || wy,
BaEa Aaea 810l 1111 || wvq;
BAEA BEGE BE18 @111 || v
BEEA BE0E G808 1861 || vy

Bild 3.18: verdinderte Paritdtsgleichung gemdB Bild 3.17 auf obere
Dreiecks-dhnliche Form

Wenn jetzt noch die Spalten 12 und 13 vertauscht wer-
den, erhalt man die echte obere Dreiecksmatrix H" in
Bild 3.19. Man beachte, dass durch den Spaltentausch
auch die Codewortelemente vi> und vis ihre Platze
wechseln und der Codewortvektor v in v' Ubergeht.
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Jetzt nimmt man die Elemente vi2, vi4, Vis und vie als die
4 unabhangigen, frei wahlbaren Informationsanteile. Da-
durch werden fir die Bildung der 12e12-Systemmatrix
des Gleichungssystems in der Matrix H" die 4 letzten
Spalten abgetrennt und auf die rechte Seite geschafft.

1116 Ba1l 1118 8118 || w,
AlAE 1811 @118 1811 || v
AElE 1118 16811 1811 || vy
AEE1 1811 1181 1811 || wy
Mg
BEAE 1AE] BE16 B16E || v,
BEEE G161 1188 B116 || v,
AGAE BAE1A 1881 186E || vy
BEEE BAE] EE1E BEEE || wg =H'x u'T =1
M1g
AGAR BAGA 1186 1188 || wy,
BEAD BAGE B181 1111 []w,g
AGAN BAGA BE16E G111 || wq;
ABAN BAGE BEE1 GEE1 || wy
M15
Mg

Bild 3.19: Paritdtsgleichung in oberer Dreiecksmatrixform

H11H T l"ll
1818 Uy UE
11681 \g ""!
1118 T 'v||,|
Mg
61686 U
1161 L
1811 Vg
A111 Vg
M1
BE1E _ T T |
1110 =G+ = 0
Bi11 Vg
BaE] vy
u
1080 Y
A18a
BE1E
aaa1

Bild 3.20: Matrizengleichung zur Erzeugung eines Goppa-Codes im
GF(2%)
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von hinten her auf- Das durch den Rest, namlich durch die ersten 12 Spalten,

rollen

BEBE
HE1E
BEE1
i1ia@

BE11
BHEHE
BE18
@108

BEHE
GaE1
BE18
1888

1861
1118
1811
@il 1

1161
E1@1
BEEE
1a11

1a@1
BEEE
1168
B11@

BE1E
1811
1161
111@

ai1@
11@@
a111
a11@

1a11
1118
BE1E
1111

gebildete Gleichungssystem lasst sich jetzt von der letz-
ten Zeile her schrittweise I6sen. Als Ergebnis erhalt man
die Generatormatrix G' in Bild 3.20, aus der sich durch
Multiplikation mit den Informationsvektoren vi die 16 Co-
dewortvektoren bilden lassen. Das Verfahren ist bereits
vom Hamming-Code her bekannt. In Bild 3.21 sind die Co-
deworter v' aufgelistet. Man beachte, dass nach wie vor
die Elemente vi, und vy3 vertauscht sind.

W'iB) =[HBHEEERABEEERAEGEAE]

w'ily =[BBlABL11AB11AEBGE]L]

w'ig) =[11RA1BB11111RAAB1H]

Wi =[111 1681811816111

w'idy =L 1B8111181A11AA1BH]

W'y =[1BA11B1AALIBL1IALGEL]

w'ie) =[B11AH111A1IBBEAALLB]

w'e?y =[BlBAlEAll1E11Aa111]

w'ig) =[B111811AA1IBALIEEHE]

w'i9) =[B1lA1lEBALIALI1I1I1E6E1]
wilgd = [ 181 EE1A11681A1618]
willy =L 1B8RAABEB1IALIBBE1I1E11]
Wiy =[11HAAE1B11AB1IA1168]

il =[ 11181 1AABBBEL1I1161]

Wil =[BBRA1I1BAALI1IBALI118]
w'ilsy=CfBB11111111111111°71
Bild 3.21: Die 16 Codewdrter des Goppa-Codes im GF(2¢)
BiEa || 8611 1108 BR11 116@ BEER BEDE DOBE BERG
1811 || @911 @811 11688 1196 BERA BREE BREE HEEA
1611 B1a1 1818 1618 @181 BEER BECE DOBE BEEG
Bila (| 8611 1106 1168 Ba11 BEER BEDE DOBA BAHG
Biaa || 6668 1111 oA 1111 BEER BEDE DOBA BARG
P16 || @161 181 1919 @181 BERA BREE BREE HEEA
B1a1 B118 B118 1081 1881 BEER BEDE DOBE BERG
1811 || 8118 1861 #1160 1@E1 . | oen Doon @Een GEG

= T =

ai11 Ba11 aall anll Ball H v BEER BEDE DOBA BARG
a1a1 Ba1l 1168 1168 Ball BERR GEDE DO0A BERE
BE11 B118 1861 B118 1881 BEER BEDE DOBE BERG
1818 || 8161 @161 @181 @181 PERA PRBE BREE BEEA

BEEE BAGA 1111 1111

BEaa 1111 ao@a 1111

Ba11 aall anll Ball

@181 G161 A161 @181

Bild 3.22: Paritdtskontrolle der 16 Codeworter

Zur Kontrolle stellt man durch Multiplikation aller Code-
worter mit der Paritatsprifmatrix H: (bei der gegenuber
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Schon Lenin wuss- H die Spalten 12 und 13 vertauscht wurden) fest, dass
te: Vertrauen ist ~ tatsachlich jedesmal der Nullvektor herauskommt. In
gut, Mifstrauen ist ~ Bild 3.22 wurden dazu die Codewortvektoren aus Bild
besser 3.21 zur transponierten Matrix V'T zusammengefasst.

Genau genommen weil man damit allerdings nur, dass
man das Gleichungssystem richtig geldst hat. Um fest-
zustellen, dass die Codeworter auch wirklich einen Min-
dest-Hammingabstand von d=7 aufweisen, berechnet
man, wie in Unterkapitel 3.7.5 flr zyklische Codes ge-
zeigt, das Gewicht der 4 Basiswoérter, also derjenigen,
die im Infoteil jeweils nur eine ,1“ besitzen. Hier sind
das v'(1), v'(2), v'(4) und v'(8), die alle die erforderlichen
Gewichte von mindestens 7 aufweisen.

Paritdtsgleichun-  Nachdem nun bekannt ist, wie die Codewodrter zu berech-

gen: Stars inder  nen sind, muss noch geklart werden, wie man zu den Pa-

Manege ritdtsgleichungen in Bild 3.17 kommt. In diesen liegt der
eigentliche "Pfiff" des Goppa-Codes. Ein wesentlicher Teil
der Aufgabe besteht in der Bestimmung der 2™ Polynome
hi(z) vom Grad t-1. Goppa ging dabei von folgenden Uber-
legungen aus:

« Ein Polynom mit t Koeffizienten hat den Grad t-1. In
unserem Fall ist t=3, ein geeighetes Polynom hat
also den Grad 2.

« Ein Polynom (t-1)-ten Grades ist im GF(2™) immer ein
so genanntes modulares inverses Polynom zum linea-
ren Polynom
(z - Bi) ersten Grades bezlglich eines Polynoms t-ten
Grades. Die Bezeichnung B: bedeutet hier willkUrlich,
aber ohne Einschrankung der Allgemeinheit:

B1 =01
B =B" fir i =2,3,4,....,16
« Zur Kennzeichnung von n Codewortbits werden n ver-

schiedene ( = unabhangige) Polynome (t-1)-ten Gra-
des bendtigt, in unserem Fall also n=16.

Polynome — mal + c(z) dient dazu, die bezlglich c(z) inversen Polynome
umgekehrt hi(z) zu den linearen Polynomen (z - Bi) zu berechnen.
Wie ist das zu verstehen? Mathematisch betrachtet
heilst es nichts anderes, als dass der Ausdruck
h(z)-(z-B:)MODc(z) =1

gleich 1 ist. Von "normalen" Rechnungen her ist das
bekannt: Wenn man eine Zahl mit ihrem inversen Part-
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ner multipliziert, kommt immer das Ergebnis 1 heraus.
In endlichen Kérpern Z, verhalt es sich genauso, nur
muss das Ergebnis der Multiplikation noch MOD p ge-
nommen werden. Im Zs gilt etwa: 3«2 MOD 5 = 1, also
ist 2 das inverse Element zu 3 (aber nur im Zs !), siehe
auch Kapitel 3.2, Seite 44.

Bei Polynomen Uber endlichen Kérpern verhalt es
sich nicht anders. Sehen wir uns das am Beispiel un-
seres Codes an und wahlen als Polynom c(z)

cz)=22+z+1,

welches in den 16 Elementen des GF(2*) nach Tabelle
3-20 auf Seitel45 tatsachlich keine Nullstellen hat
(man priufe das nach, indem man fir z jedes der 16
.Bi" einsetzt).

Zur Berechnung des modularen inversen Polynoms hi(z)
zu (z - Bi) bezlglich c(z) verwendet man den Euklidischen
Algorithmus, siehe Kapitel 3.2, Seite 51 und bestimmt zu-
nachst das groBte gemeinsame Teilerpolynom. Das Er-
gebnis lasst sich hierflr bereits abschatzen, da die beiden
Polynome so gewahlt wurden, dass sie keine gemeinsa-
men Nullstellen haben, also teilerfremd sind. Dann muss ihr
groflstes gemeinsames Teilerpolynom ein Polynom nullten
Grades, bzw. eine skalare Zahl sein. Mit der Festlegung

h  =c2) =2 +z+1,

I :Z—Bi
ergibt die unten als Nebenrechnung angegebene Poly-
nomdivision ein Restpolynom vom Grad 0:

r(z) =1+B+B7
Der Euklidische Algorithmus wurde also im ersten

Schritt bereits vollstandig durchlaufen, so dass sich ab-
kirzend schreiben lasst:

¢(2) =qr(z=B) *f2).

Nebenrechnung (Polynomdivision):
z +z+41  z-Bi =Z+Biz+(1+BAH+h()
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+BiZ2-Bz

(14 2+ 1
(148 )z +B (1+B)

+1+8 48> > Rest  =r,(2),
mithz) =r2)/(z-B)

Zur Bestimmung des gesuchten inversen Polynoms teilt
man die Gleichung des ersten Schrittes zunachst durch
den Rest ry(z):

c(2) r2(2)" =@ +Biz +(1+B)r"z-B)+1
und bildet links und rechts MOD c(z). Dabei erhalt man

1 =1 MOD c(z)

=@ +Biz +(14B )"z~ B)MOD c(z)

wobei wegen der Charakteristik 2 im GF(2?%) die Vorzei-
chen nicht beachtet werden mussen. Man sieht, dass der
Ausdruck

@+piz+(1+pA)n" =h()
das gesuchte modulare inverse Polynom ist.

Erweitert man die linke Seite oben und unten mit (z - B)
und macht sich noch klar, dass der Rest r, nichts anderes
als der Wert des Polynoms c(z) an der Stelle z = B; ist, so
erhalt man nach Ausmultiplikation von

@-piz+(1-p2)z-B) = Z42-B.-BF
= 22+z+1-1
die gleichwertige Darstellung

_C(Z)‘C(Bi) A _ AT R
hi(z) = (Z-—Bi).C(Bi) , B,=0 B, =p™ furi=2,3,....n.
Man beachte, dass der Teilausdruck (c(z) - c(B i)) immer
eine Nullstelle in z = B; besitzt, da bei Einsetzen von z = B;
der Wert 0 herauskommt. Er ist demnach durch (z - Bi)
ohne Rest teilbar, und man erhalt aus ihm umgekehrt das
Polynom (z% + Biz + (1+B?)) vom Grad (t-1) = 2.

Die Auswertung einer dieser beiden Darstellungen er-
gibt nun die 16 modularen inversen Polynome, welche
in Tabelle 3-26 aufgelistet sind und bereits ausgiebig
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zur Bildung des Codes benutzt wurden.

hz) = 2 +0z +1

hyz) = 2 +z +0

hoz) =p°Z+p°z+p

hz) =B Z+p°z+p?

h5(Z) = 61122 + 6142 + BQ

hoz) =p?z*+p°z +p*

hi(z) =p"2 + z+1

hg(Z) = B7 ZZ+ BWGZ + BS

hg(z) = B‘IOZZ + BZ z+ B‘IB

h10(z) = 64 ZZ+ BWZZ + BS

h11(z) = 81322 + 87 z+ B‘IZ

hi(z) =p°2%+ z +1

hi(z) =p°Z+pz +p*

h14(Z) = 81422 + BHZ + BG
(2)

held) =82  +§z+f

h(z) =B+ Bz +p"
Tabelle 3-26: modulare inverse Polynome im GF(2*) zu (z - B)
beziiglich des Polynoms c(z) = 2> + z + 1

Da man das modulare inverse Polynom hi(z) formal mit
(z - B)?! bezeichnen kann, lasst sich die Paritatsbezie-
hung auch sehr kompakt mit der Formel in Bild 3.22a
beschreiben.

n

(z)=0, B,=0, B=p"* firi=1,2 ..,n

i=1
Bild 3.22a: Kompakidarstellung der Paritatsgleichung des
Goppa-Codes

Man sieht - vielleicht nach anfanglichen Zweifeln - dass
die Grundgedanken, auf denen der Goppa-Code aufbaut,
letztlich einfach sind. Zwei groRe Schénheitsfehler gibt es
im Vergleich zu den bisher untersuchten Codierungsver-
fahren aber doch:

« Die Wahl des Polynoms c(z) ist innerhalb der gegebe-
nen Grenzen (Teilerfremdheit zu (z - Bi) und Grad c(z)
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= t-1), willkUrlich. Das heil8t, dass mit gréBerem Um-
fang des Erweiterungskorpers GF(2™) und wachsender
Anzahl zu korrigierender Fehler auch die Zahl wahlba-
rer Polynome c(z) wachst, ohne dass ein technisch ein-
deutiges Kriterium vorhanden ware, um ein ganz be-
stimmtes nehmen zu mussen.

die Informationsrate R ist fur kleine zu korrigierende
Fehlerzahlen (< 100) geringer als etwa beim BCH-Co-
de. Unser Beispiel aus Unterkapitel 3.7.7 bot fur 3-Feh-
ler-Korrektur bei einer Lange n=15 Platz fur 5 Informa-

tionsstellen. Das entspricht einer Informationsrate von
R = 33,3%, wahrend wir bei unserem Goppa-
Code nur Uber 25% verfugen. Der vergleichbare
BCH-Code transportiert also mit der gleichen
Anzahl von Bits immerhin die Halfte mehr an In-
formationen!

Daher lohnt sich der Einsatz des Goppa-Codes eigent-
lich nicht, wenn man ausschlieRlich nur Fehler korrigie-
ren will. Anders sieht es dagegen aus, wenn man ihn
zum Verschlisseln von Klartexten in Geheimtexte be-
nutzt, siehe Unterkapitel 5.7. Hier stellt die willkirliche
Wahlmdglichkeit flr c(z) einen Zusatzvorteil fir die
"Verschleierung" dar, den man wie einen Geheim-
schlUssel gebraucht. Die weniger gute Informa-
tionsrate stort in diesem Zusammenhang ohne-

hin nicht so sehr.

Zwei Losungswege fiir die Decodierung

Nun folgt ein Blick auf das Decodieren des Goppa-Co-

des. Es gibt hierfir zwei verschiedene Ldsungs-

wege, von denen der zuerst behandelte (hoffent-

lich) ein einfacheres Verstandnis gestattet, wah-

rend der zweite sich besser fur die Abarbeitung

mit Rechenprogrammen eignet, weil hier der



Zwei Wege fiihren
nach Goppa

Wo liegt der Feh-
ler?

Partnervermittlung
fiir das Syndrom-
polynom

3.8 Goppa-Code

Grolteil der erforderlichen Operationen numerisch

gelost werden kann.

Zunachst betrachten wir noch die fir beide Losungen ge-
meinsam zugrunde zu legenden Ausgangsbeziehungen.
Wie bisher Ublich bezeichnet man den mit einem Fehler-
vektor e verfalschten Codewortvektor v als Empfangs-

wortvektor W:
w =vte
oder in Polynom-Schreibweise:

w(z)=zn: LMODc(z)=Zn: (L+L

i-1 2—B, i1 \Z—B; Z—B,

MODc(z)

C ei —
—; Z_—&MODC(Z) = s(z)

Eine Verfalschung erkennt man daran, dass diese Pari-
tatsgleichung nicht mehr Null ist, was sie bei Fehlerfrei-
heit aber sein misste. Da die Paritatsgleichung ein Poly-
nom in z vom Grad (t-1)=2 darstellt, erhalt man daraus
nach Einsetzen der bekannten Empfangswortelemente w;

(statt der unbekannten Codewortelemente v;) ein Syn-
drompolynom
s(2) =8, 22+81Z+S

Mit dessen Hilfe lassen sich die unbekannten Fehlerposi-
tionen bestimmen. Dazu definiert man das Fehlerpositi-
ons-Polynom

0(2) =(z-B)e(z-B)e(z-B) =2'+0z’ + 0z + 0o

in welchem die Indices j, k und | die Fehlerpositionsnum-
mern und B;, B« und B, die zugehdrigen Potenzen des pri-
mitiven Elements sind, also Bj = B’ usw.

Das Syndrompolynom s(z) kennt man nur in der oben
dargestellten Form s(z) =s, 2% +s1z + s, da sich die Koeffizien-
ten aus den empfangenen Elementen w; berechnen las-
sen. Die zuvor aufgestellte Summenschreibweise aus den
Fehleranteilen ist dagegen in dieser Form nicht zugang-
lich! Allerdings erhalt man ein sehr natzliches Ergebnis,

wenn man das Syndrompolynom s(z) mit dem Fehlerpo-
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sitions-Polynom o(z) multipliziert:
s@)o(2)=| X i)-(u—sj)-(z—sk)(z—s.))

i=k1 Z— B,

= (Z—Bk)‘(Z_B|)+(Z—Bj)'(Z_B|)+(Z—Bj)'(Z_Bk)

Ableiten ohne Dif- Das Produkt ergibt also nichts anderes als die Ableitung
ferenzieren des Fehlerpositions-Polynoms nach dz.

Hinweis: die Ableitung eines Produktausdruckes
@) = (z-a)-(zb)-(z-c)
nach dz erfolgt nach der Produktregel
y(@ =(zb)-(z-c) * (z-a)-(z-c) + (z-a)-(z-h).
Da man einerseits den Wert dieses Ausdrucks aus den zu-

ganglichen Empfangswortelementen w; berechnen kann,
namlich

s(z)a(z) =

Zn:i -(23+0 2%+0, 240 )IMOD ¢ (z)

i=1 Z'Bi 2 f 0

andererseits aber auch die Ableitung ¢'(z) kennt, also
2

o (z) =37 +20,2+0,=2"+0,

lasst sich hieraus eine Beziehung aufstellen, mit der die
Fehlerpositionswerte B; berechenbar werden. Man beach-
te dabei, dass bei der Bildung der Ableitung des Fehlerpo-
sitions-Polynoms wegen der Charakteristik p=2 alle

Vielfachen von 2 verschwinden. Es ist:

noow
s(z)-a(z) = (Z—')~(z3+0222+01z+00) MOD ¢ (z)

= Z+o0,

Das Syndrompolynom s(z) liegt nach Auswertung der
LWi's” auch in der Form s(z) = s,2* + sz + s, vor, wobei die Ko-

effizienten sp, s1 und s, ganz bestimmte Werte anneh-
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men, welche von den aufgetretenen Fehlern abhangen.
Daher lasst sich schreiben:

s(2)0(2)=((s,22+s,2+s,)(Z'+0,2*+0,2+0,)MODc(z)
2224—(71
Hierin sind nur die drei Koeffizienten des Fehlerpositions-
Polynoms o(z) unbekannt.

Beim ersten Losungsweg benutzt man einen Koeffizien-
tenvergleich der in dieser Beziehung enthaltenen
Polynome, um daraus ein lineares Gleichungssys-
tem zu ihrer Bestimmung zu gewinnen.

Zunachst multipliziert man das Syndrom-Polynom mit
dem Fehlerpositions-Polynom:

(5222 +81Z+80)(2+ 0, 22+ 0y 2+ Oy)
=S 22+ (31+Sz 02) Z4 + (So+S1 0,+S) 01) 23
+(Sg02+81 01+, 0p) 22 + (So 04 +810p) Z + S0 .

Auf dieses Ergebnis wendet man die MOD c(z)- Funktion
an, d. h., man sucht den Rest bezlglich c(z) =z* +z + 1. Die
dazu auszufihrende Polynomdivision (negative Vorzei-
chen haben, wie immer im GF(2™), die gleiche Bedeutung
wie positive, und man kann sich daher auf letztere be-
schranken) fuhrt auf

s(2)-0(2) : c(2) = 822+ (S1+8,0) Z+ (S+S1 02+8,T1+Sy)
+ Rest/c(z),

wobei der Rest ein Polynom 2.Grades in z darstellt:

Rest = [(Sg+S2) Oz + $104 + 5,0 + Sy + 89] Z2
+[(S1+S2) 02 + (So*S2) 01 + 10 +Sp + 81+ 5] Z
+[810,+ 8,01 +S00p + Sp + 52

Bei einem Koeffizientenvergleich mit dem abgeleiteten
Fehlerpositions-Polynom ¢'(z) = 22 + g, entsteht schlieBlich
ein lineares Gleichungssystem 3.0rdnung in den Unbe-
kannten o3, oy und oo:

(So+32) 03 + 5104 +5,09 =1+ St S

(S1+Sz) 07 + (So+Sz) (o +S10p =St St S,
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S10 +(1+Sz) (o) + 5,09 =Syt S,.

Wir Uberprufen dieses Ergebnis mit Hilfe eines Beispiels
und nehmen dazu an, dass gemaR Bild 3.21 das Code-
wort v'(3) gesendet wurde, welches aber mit einem 3-
Bit-Fehler e verfalscht ist, so dass der Empfanger das
Wort

w =v(3)+e

erhalt. Das Empfangswort W sieht dann folgenderma-
Ren aus:

V(3) =111 0100 1101 0011]
e =[0111 0000 0000 0000]
w =[1000 0100 1101 0011].

Dieses Empfangswort wird von rechts an die Paritatspruf-
matrix H* aus Bild 3.22 heran multipliziert, so dass das

Syndromwort
S =[0110 0011 0110]

entsteht, welches nach Zusammenfassung von je 4
Stellen gleichwertig auch als Syndrompolynom 2. Gra-
des aufgefaRt werden kann. Da das Tupel 0110 die
Polynom-Darstellung von B° und das Tupel 0011 die
von B* ist (siehe Tabelle 3-20 auf Seite 145), haben wir
als Syndrompolynom also

s(2) =8, 22+812+S =22+ Btz + B

Damit nimmt das Gleichungssystem die Form

0 p* B°||oy| B2
B 0 Bt o] = |

B¢ 8" 8°]|o,| LO

an. Die Lésung erfolgt wieder so, wie sie schon im Unter-
kapitel 3.7.7 fur den BCH-Code beschrieben wurde. Die
drei unbekannten Koeffizienten ermittelt man dabei als

0, =p"
o =p"
(o)) = BS.
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Damit liegt auch das Fehlerpositions-Polynom

O'(Z) = Z3 + 81022 + B11Z + B3
vor, und man kann daraus die Nullstellen B;, B« und B, be-
stimmen. Das geschieht am einfachsten durch systemati-

sches Durchprobieren aller Elemente des GF(2*). Ergeb-
nis: o(z) = 0 fur

Z4 = BO
Z = 81
Z3 = BZ.

Wie ist dieses Ergebnis zu interpretieren? Jede Nullstelle
ist derjenigen Code-Elementposition zugeordnet, fur die
mit ihr das entsprechende modulare inverse Polynom be-
rechnet wurde, siehe Bild 3.22a, siehe Seite 195. Das hort
sich komplizierter an, als es ist. Der Wert "0" steht da-
nach fir die 1. Position, B° fiir die 2. Position, B! fur die
3.Position, B2 fir die 4. Position usw. Also sind im Beispiel
die Fehler an der 2., 3. und 4. Stelle im empfangenen
Wort w aufgetreten und kénnen korrigiert werden.

Aufpassen muss man mit den vertauschten Stellen 12
und 13. Durch die Vertauschung ist B fir die Stelle 13
und B fUr die Stelle 12 "zustéandig". Ein Beispiel: Ange-
nommen, der Fehler kippe wieder 3 Bits, die folgender-
mafen verteilt sind:

e =[0000 0101 0001 0000].
Das Syndrom liefert
s =[1001 0011 0010]
und entspricht damit dem Syndrompolynom
) =Bz2+Biz+p"
Die Auswertung auf dem beschriebenen Weg gibt das
Fehlerpositions-Polynom

o) =2+ 2 4Bz f
wozu die drei Nullstellen

z =g

z =p®

7 =Bw1

gehoren. Diese wiederum entsprechen den Fehlerpositio-
nen 6, 8 und 12 (nicht 13!).
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Die somit erarbeitete L6sung eignet sich zunachst nur fur
den Fall, dass genau 3 Fehler aufgetreten sind. Was aber
passiert, wenn es nur 2 oder 1 Fehler sind? Dann lasst
sich das Gleichungssystem, welches ja fur den Fall von 3
Fehlern aufgestellt wurde, nicht mehr l6sen, da weniger
als 3 unabhangige Gleichungen vorliegen. Man erkennt
das daran, dass die Systemdeterminante den Wert 0 an-
nimmt. Dann mussen die abhangigen Gleichungen ent-
fernt werden, oder man schaltet auf einen bereits vorbe-
reiteten Loésungsalgorithmus fur 2 Fehler um usw.

Man kann alles weiter vereinfachen, wenn man sich eine
allgemeine L6sung fir lineare Gleichungssysteme beliebi-
ger Ordnung im GF(2™) aufbaut, was nach dem bisher Er-
arbeiteten nicht schwer fallen dirfte. Lastig bleibt bei die-
sem Vorgehen allerdings immer die Notwendigkeit, die
Bildungsvorschriften fur die System-Koeffizienten fur jede
Maximalzahl zu korrigierender Fehler und fur jedes Poly-
nom c(z) neu aufstellen zu missen. Wenn dies auch stets
ohne weiteres moglich ist, lohnt es sich doch, nach weite-
ren Verfahren zu suchen, die zur Entlastung beitragen.
Der nun betrachtete zweite Losungsweg ist hierfir ein inter-
essanter, aussichtsreicher Kandidat und wurde von N.J.
Patterson vorgeschlagen ("The Algebraic Decoding of
Goppa Codes", IEEE Transactions on Information Theory,
Volume IT-21, Nr.2, Kapitel V, Seite 207, Marz 1975). Das
Verfahren geht von der bereits benutzten Beziehung

s(2)-0(z) MOD ¢(z) =02

aus und 16st diese mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus

direkt, s.S. 51. Der Vorteil gegeniiber dem ersten Lé-
sungsweg liegt vor allem darin, dass er nicht so vieler
Vorbereitungen bedarf und sich statt dessen in gréRerem
Umfang numerisch - und damit auf einem Rechner - be-
arbeiten lasst.

Patterson stellt zunachst fest, dass sich das Fehlerpositions-
Polynom in der Form

0(2) =(022% + 0y) +Z2(032 + 0y)
=02 +2€42)
schreiben lasst, wobei der Koeffizient g3 im allgemeinen 1

ist. Beide Teilpolynome %%(z) und €%(z) enthalten nur ge-
radzahlige Potenzen von z:

62(2) = 01222 + 8¢
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£4(2) = &2 2% + .
Bei Bildung der formalen Ableitung nach z verschwinden
diese Teilpolynome, da die geradzahligen Exponenten als

Faktoren vor die Summanden wandern und bei MOD 2-
Ausfihrung den Wert 0 annehmen. Deshalb ist

0'(2) =0"+7e2) +z£%(2) =¢¥2).

Damit kann die obige Ausgangsbeziehung auch in der
Form
s(z)-0(z) MOD ¢(2) =0'(2)
= 8(2)-(d(z) + z-€%(z)) MOD ¢(2) = £4(2)
geschrieben werden. An dieser Stelle sei daran erinnert,
dass sich der Euklidische Algorithmus dann mit Vor-
teil einsetzen lasst, wenn man zu teilerfremden

Polynomen das modulare inverse Polynom berech-
nen will. Dieses Prinzip lasst sich noch weiter "ausschlach-
ten", wenn man nicht f(z) in

s(z)-f(z) MOD c(z) =1
sondern o(z) in
s(z)-0(z) MOD ¢(z) =¢%(z)

sucht. Man lauft dann den Euklidischen Algorithmus nicht
bis zu demjenigen Schritt durch, bei dem der Rest ein Po-
lynom nullten Grades (eine "Zahl") ist, sondern beendet
ihn bereits, wenn als Rest ein Polynom des Grades von
€%(z) auftritt. Da die Losung flr einen vorgegebenen Poly-
nomgrad eindeutig ist, ware das dann die gesuchte. Man
muss also
c(2) = G4(2)-8(2) + a(2)

berechnen, was numerisch ohne weiteres gelingt, da so-
wohl c(z) als auch s(z) vollstandig bekannt sind. Eine kur-
ze Uberpriifung zeigt uns allerdings, dass wir mit dieser
Ausgangsform unmittelbar noch nicht weiterkommen, da
hier der Grad des Restpolynoms r,(z) wegen Grad s(z) = 2
nur kleiner als 2 sein kann, was im Widerspruch zur allge-
meinen Form von €x(z) steht. Patterson macht daher zu-
nachst eine passende Umformung und verwendet in die-
ser das modulare inverse Polynom f(z) zu s(z):

s(2)-f(z) MOD c(z) =1,
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Man sieht, dass f(z) rein numerisch ermittelt werden
kann, da das Syndrompolynom s(z) bekannt ist. Nun
multipliziert man f(z) an

f(z)-s(z)-0(z) MOD c(z) = f(z)-s(2)-(8%(z) + z-€*(z)) MOD ¢(z)
=1.(d%(z) + z-€%(z)) MOD ¢(2)
=f(z)-€42)
heran und erhalt nach Umstellung

(f(z) + 2)-€%(z) MOD ¢(2) =6%(2).
Nach den Rechenregeln fur die MOD-Funktion ist
(f(z) + 2)-£%(z) MOD ¢(2) = ((f(z) + 2) MOD c(z))
-(€*(z) MOD ¢(z)) MOD c(z)
=5(),

wobei sich fur (f(z) + z) MOD c(z) auch das Quadrat eines
Polynoms k(z) einsetzen lasst (siehe Patterson, S. 207). Hin-
weis: Das Polynom (f(z) + z) enthalt in seinen Koeffizienten
zwar alle Informationen zur Fehlerposition, es ist im allge-
meinen aber weder von seinem Aufbau her noch nach
seinem Grad zur Weiterverwendung in dem eingeschlage-
nen Lésungsweg geeignet. Die nachstehend beschriebe-
ne Umformung ergibt eine passende Darstellung bei voll-
standigem Erhalt aller Informationen:

(f(z) + z) MOD c(z) = k¥(z) MOD ¢(2).
Dieses Hilfspolynom «(z) kann immer eindeutig durch
einen entsprechenden Ansatz

k(z) = KoZ? + K4Z + Ky
gefunden werden. Die Quadrate k,?, k12 und ko der Koeffi-

zienten ergeben sich als lineare Funktionen aus der obi-
gen MOD c(z)-Beziehung. Mit

K4(2) = K%Z" + K22 + K
kann diese als
(f(z) + 2)-€%(z) MOD c(2) = K{2)-€¥(z) MOD cz) =08%=2)

geschrieben werden, und unsere Aufgabe hat sich in die
Lésung von

K(z)-¢(z) MOD ¢(z) =9(2)
verwandelt, da diese Form wegen
(k(2)-€(z) MOD ¢(z))? = (k(2)-€(z))* MOD ¢(2)
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= (K¥(2)-€%(z))> MOD ¢(z) =6%z)
mit ihrer quadratischen "Schwester" gleichbedeutend ist.
Nun lasst man den Euklidischen Algorithmus ablaufen
und sucht denjenigen Schritt, bei dem sich als Restpoly-
nom eines vom Grad &(z) ergibt. Dann hat man ein Poly-
nompaar gefunden, welches - in eindeutiger Weise - die
Beziehung

K(z)-€(z) MOD c(z) =9(2)
erflllt. Damit liegt auch das Fehlerpositions-Polynom ao(z)
vor

Hinweis: Das Rechnen mit Quadraten ist in Galoisfeldern
GF(2™) deshalb vorteilhaft, weil es sowohl zu jedem Ele-
ment eindeutig ein quadratisches Element gibt, als auch
umgekehrt zu jedem Element eindeutig eine Wurzel exis-
tiert. Das wird hier ausgenutzt. Beispiele: (B8)? = B* = B,
(83)-2 — (Bls)-Z — B9l
FUhren wir ein Beispiel aus und verwenden wieder unser
Syndrompolynom fur die bereits gemachte Annahme
dreier Fehler. Es ist in diesem Fall

) =Bz + Bz
1. Schritt

Das modulare inverse Polynom f(z) berechnet sich
aus c(z) und s(z) als

c(2) = 04(2)-5(2) + 2(2)
s(2) = Qo(2) 12(2) + 15(2)
usw., wobei
@) = (8°2+5°)5(2) +(8°2+5)
s(2) = (B'z+3%)- (B z+Y) +B°

ist. Die zweite Gleichung |6st man nach B** auf und multi-
pliziert beide Seiten mit B3 = B2:

1 =B%s(z) - B(B'zHB)- (B z+P’).
Die erste Gleichung liefert
2 = (B°z+8")

=c(2) - (B"z+B°)-s(2)
und dieses Ergebnis wird in die zweite Gleichung einge-
setzt:
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1 =B"s(z) -B(B'z+BY)(c(2) - (B"z+B°)-s(2))-
Eine kleine Umformung ergibt
1 =B(1 +(Bz+B%)- (B z+p°)) s(2) - B (B'z+B")-cl2)

und die MOD c(z)- Bildung auf beiden Seiten zeigt, dass
mit

f(z) = BP(1 +(B'zHBY)-(Bz+%)

= 8422 + BQZ + B&

tatsachlich das modulare inverse Polynom zu s(z) vor-
liegt.
2. Schritt
Wir berechnen ein Polynom k(z) so, dass

k*(z) MOD ¢(z) =flz)+z =p'Z2+pz+p°
herauskommt. (Hinweis: Auf die rechte Seite f(z) + z muss
in diesem Fall die MOD c(z)-Funktion nicht angewendet

werden, da f(z) + z bereits einen kleineren Grad als c(z)
hat). Versuchen wir dazu den Ansatz

K(z) = KZ? + KiZ + Ko,

was beim Quadrieren das Polynom
K%(z) = KPZ" + K%Z + Ko

ergibt. Nach MOD c(z)-Bildung erhalt man
(K12+K22)ZZ + KZZZ + KOZ = 6422 + B7Z + Bs'

Ein Koeffizientenvergleich liefert

K02 = BB —> Ko = B4
K2 =p Sk =p"
K =KEHB =P SKki=f.

Das ist Ubrigens die einzige Stelle in diesem Algorithmus,
an der "analytisch" gearbeitet werden muss, d. h. wo eine
formale Rechnung auszufilhren ist. Diese verlangt aller-
dings wesentlich weniger Aufwand als diejenige im ersten
Losungsweg.

3. Schritt
Nun kann man den oben erwahnten Ausdruck
K(z)-€(z) MOD c(z) =9(2)

mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus lI6sen. Dazu setzt
man



Der Charme des
(Dienst-) Grades

Geht’s auch mit et-
was weniger?

3.8 Goppa-Code

c(2) = 0i(2)k(z) + r:(2)
an und erhalt mit
K(2) ="z + 0z +p
Z3 +7+1 = (B4Z+BZ)'(BH ZZ+BQZ+B4) + (Bg Z+B13)

im ersten Schritt als Rest bereits ein Polynom vom Grad

0(z) =01z + &y,
so dass die Losung

r,(z) MOD ¢(2) = ¢(z) MOD c(z) + q+(2)-k(z) MOD ¢(2)

= G+(2)-k(z) MOD c(2)

die gesuchte sein wird. Damit stehen aber auch die bei-
den Teilpolynome

52 =pz+p"

£(2) =pz+ g
und ihre Quadrate fest, so dass nun das Fehlerpositions-
Polynom

O'(Z) = B823 + B322 + BAZ + B11
entsteht. Da die Nullstellen eines Polynoms unabhangig
von einem gemeinsamen Faktor in den Koeffizienten sind,

kénnen wir es noch mit B® = B’ multiplizieren und erhal-
ten das Ergebnis

0'3(2) = Za + Bmzz + B11 7+ Bs,
was genau dem auf dem ersten Losungsweg ermittelten

entspricht. Uber die Nullstellen im GF(2*) gibt es ebenfalls
die Fehlerpositionen 2, 3 und 4 richtig an.

Was passiert, wenn weniger als 3 Fehler aufgetreten sind,
was aus dem Syndrompolynom nicht zu erkennen ist? Se-
hen wir uns zunachst den 1-Bit-Fehlerfall an, der das Co-
dewort mit dem Fehler

e =[0010 0000 0000 0000]
verfalscht. Das Syndrompolynom ist dann

s(2) =B+ 'z +B,
wozu das inverse Polynom f(z)

f(z) =z+p

gehort. Damit kann man im 2. Lésungsschritt aufsetzen
und berechnet die Koeffizienten des Polynoms k(z) als
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KOZ = B Ko = B8
Kz2 =0 Ko =0
K12 = K22 +0= 0 K4 =0.

Das Hilfspolynom k(z) = B2 "entartet" hier also zu einem
solchen nullten Grades. Wenn man hiermit den Euklidi-
schen Algorithmus ablaufen lasst, kommt man scheinbar
nicht weiter, da

c(z) = (c(2)B) k() + 0

entsteht. Damit gibt aber der Euklidische Algorithmus in-
direkt einen Hinweis, dass die Losung von

K(z)-¢(z) MOD ¢(2) =9(2)

ohne Bildung der MOD c(z)-Funktion zu finden ist, da in
dem Ausdruck links gar keine Potenzen von z gréRer als
2 auftreten. Anders ausgedruckt heiRt dies, dass man
einfach einen unmittelbaren Koeffizientenvergleich der
links und rechts stehenden Polynome durchzufuhren
hat:

B ez +e) =812+

Da fur die 4 unbekannten Koeffizienten nur 2 Bestim-
mungsgleichungen vorhanden sind, setzt man einen Ko-
effizienten willktrlich auf 0 und wahlt dazu denjenigen,
welcher im Fehlerpositions-Polynom o(z) bei der héchsten
z-Potenz steht, namlich €,. Damit wird aber automatisch
auch 6, = 0 und es bleibt

BB'EO = 60.
Das Fehlerpositions-Polynom sieht nun so aus
o(z) =g’z +30,

und man erkennt an seinem Grad, dass nur ein 1-Bit-Feh-
ler aufgetreten war. Da man zur Nullstellenbestim-
mung einen gemeinsamen Faktor herausziehen
darf, ohne an der Nullstelle etwas zu verandern,

kann &, willkiirlich auf den Wert 1 gesetzt werden, und
fur den anderen Koeffizienten ergibt sich

&2 = (192 =p*.

Die Nullstelle hat also den Wert

Zy = 617
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was tatsachlich der 3. Position im Codewort entspricht.

Fir den Fall zweier 1-Bit-Fehler versuche man einmal,
selbst die Loésung zu finden und gehe dazu z. B. vom Feh-
ler

e =[0010 0000 1000 0000],
aus, der das Syndrompolynom
s(2) =R'Z2+B"z+ 812
liefert.
Kontrollinformationen und Hinweise:
« fl)+z =p'Z2+p°-k, =0,
. Ki = BS, Ko =812 ’

« Man flhre einen direkten Koeffizientenvergleich ohne
MOD c(z)-Bildung durch (wie zuvor), da der Euklidische
Algorithmus nicht auf eine vertragliche Lésung fuhrt
und damit ein "Signal" gibt.

« Man setze €; auf 0. Ergebnisse:
8 =1 (willktrlich), S =P, & =P

Grade, gerade und Allgemein gibt es Aussagen zum Grad, welchen die Poly-

ungerade

nome d2%(z) und €*(z) gegenseitig aufweisen muissen, da-
mit der Euklidische Algorithmus im 3. Lésungsschritt
(nicht zu verwechseln mit einem 3. Schritt innerhalb des
Euklidischen Algorithmus) ablaufen kann. Diese Aussagen
lassen sich aus folgenden Uberlegungen ableiten:

« Ist die maximale Anzahl zu korrigierender Fehler ungerade
(in unserem Beispiel ist n=3), dann stimmen die Poly-
nomgrade Uberein, im Beispiel sind beide Polynome
vom Grad 2.

« Ist die maximale Anzahl zu korrigierender Fehler aber ge-
rade, dann hat &2(z) einen um 2 héheren Grad als €%(z),
oder - anders ausgedriickt - , der Grad von &(z) ist um
1 hoher als der von €(z).

Lasst man far
K(z)-€(z) MOD c(z) =9(2)

den Euklidischen Algorithmus ablaufen, so werden die Po-
lynome qi1(z) und r>(z) in der Beziehung

c(2) = Gi(2)K(2) + r(2)
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diese Bedingungen einhalten, wenn sie Ldésungskandi-
daten sind. Andernfalls signalisiert uns das Ergebnis,
dass wir die MOD c(z)- Funktion nicht ausfihren mis-
sen, wie wir es im Beispiel zuvor gesehen hatten. So
etwa erhalt man flir den genannten 2-Bit-Fehlerfall im
ersten Schritt des Euklidischen Algorithmus mit

c(2) = (B'Z+B" z+p°) k(z) +B",
ein Restpolynom rx(z) vom Grad 0 und ein Polynom q:(z)

vom Grad 2, was zu einem direkten Koeffizientenver-
gleich veranlafSt.

Damit sind zwei unterschiedliche Losungswege bekannt,
und wir schlieBen die Betrachtung des Goppa-Codes mit
folgenden Bemerkungen ab:

« Der BCH-Code entsteht als Sonderfall aus dem Goppa-
Code, wenn man als erzeugendes Polynom c(z) einfach

c(2) =72

wahlt, wobei t die Anzahl der zu korrigierenden Fehler
darstellt. Diese Aussage werden wir im nachsten Un-
terkapitel noch etwas nutzen, um ein anderes und so-
gar schnelleres Decodierverfahren fir BCH-Codes zu
entwickeln.

- Goppa-Codes sind im allgemeinen nicht zyklisch auf-
gebaut.

Der BCH-Code als Sonderfall des Goppa-Codes

Wir haben gesehen, wie man mit dem Verfahren von
Goppa einen Code zur Korrektur von t Fehlern aufbauen
kann. Das Kernstlick ist dabei das erzeugende Polynom
c(z), das man innerhalb weiter Grenzen frei wahlen darf,
solange es einen Grad von mindestens t besitzt und au-
Berdem keine Nullstellen im gerade benutzten Erweite-
rungskorper aufweist. Diese Freizligigkeit muss man fur
den Zweck der Fehlerkorrektur allerdings als Schwache
betrachten, da keine eindeutigen Vorschriften bekannt
sind, um ein Polynom flir einen mdglichst leistungsfahi-
gen, spar-samen Code zu finden, wie es etwa das Gene-
ratorpolynom des BCH-Codes bietet. Deshalb bleibt der
praktische Wert des Goppa-Codes in diesem Zusam-
menhang z. Z. gering.

Auch der bereits gegebene Hinweis, dass sich der BCH-
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Code als Sonderfall des Goppa-Codes ergibt, wenn man
als erzeugendes Polynom c(z) = z* wahlt, hilft nicht wei-
ter, da wir mit der Codeworter-Erzeugung udber das Ge-
neratorpolynom bereits ein sehr vorteilhaftes Verfahren
gefunden haben. Einzig die Maglichkeit, zum
"schnellen" Decodieren den Euklidischen Algorithmus
nutzen zu kénnen, lohnt es, den BCH-Code nochmals
unter diesem Blickwinkel zu betrachten. Um hierflr ein
geschlossenes Verstandnis zu erreichen, musste dazu
allerdings ein ziemlicher Umweg eingeschlagen werden.

Uberzeugen wir uns zunéchst an einem unserer Beispie-
le, dass die Behauptung

"das Polynom c(z) = z*' ist ein erzeugendes Poly-
nom des Goppa-Codes, welches einen BCH-Code
aufbaut”

tatsachlich stimmt. Wir bleiben dazu im GF(2*%) und neh-
men wieder einen 3-Fehler-korrigierbaren Code, wobei
nun c(z) = z° sein muss. Da die allgemeine Berech-
nungsvorschrift aus Kapitel 3.8.1, Seite 193, fur die mo-
dularen inversen Polynome hi(z)
c(z) -c(B) 4 o
hi(Z) = TC(Bl) s |—1,2,......,2 .
|
auch das Element B; = 0 enthalt, c(0) aber ebenfalls den
Wert 0 annimmt, muss man auf das Polynom hi(z) ver-
zichten, da es in diesem Fall nicht definiert ist.

h, = B2 + B2 + B2 + B2 +B%2 +B°
hs = B2 + Bzt + iz + B2z + Bz + Y
hs = B2 + Bz +p'2 + B2 +plz + "
hs = B2z + Bz + B2 + B2 +B%z +B®
he = B2 + B2 +pHz2 + B2 +p'z +p"
h, = B2 + Bz +p1oz2 + B2 +B5z +BY
he = B2 + B2 + B2 + B2z +Bz +p°
he = B2 + ploz¢ + Bz + B2 +B'z +°
ho =B + B2 + B2 + B2 +BUz +f
hy =B + B2 + B2 + B2 +B12z + B
he =B%° + Bzt + B2 +p'22 + Bz + B8
he =B + B2 +p'Z8 + B2z +Bz +p
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T Y Y ORI Y Y
he =% + Bz + B2 + B2 +Biz +P2
he =fF  +FZ +BF B2 +fz +B
Ta?elle 3-27: Die 15 modularen inversen Polynome im GF(2*) zu c(z)
=7

Es bleiben 15 modulare inverse Polynome Ubrig, deren
mit den Codewortelementen v; gewichtete Summe die Pa-
ritatsgleichung

i ve-h(z) = 0

erfiillen soll. Die 15 modularen inversen Polynome lasst
man sich am einfachsten Uber ein kleines Pro-
gramm berechnen, das Ergebnis ist in Tabelle 3-
27 angegeben.

Damit die Paritatsgleichung erflllt werden kann, muss die
mit den Elementen v; gewichtete Polynomsumme fur je-
den ihrer 6 Polynomkoeffizienten verschwinden. Zur Ver-
besserung der Ubersichtlichkeit "tibersetzt" man die Ele-
mente des GF(2%) in die gleichwertigen Binarpolynome
nach Bild 3.21, Seite 191, und erhalt die 24 Pari-
tatsgleichungen in Matrixform gemaR Bild 3.23 (fUr jeden
der 6 Polynomkoeffizienten 4 binare Gleichungen).
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A111 14811 1161 111 Ly
aEE1 1868 1180 811 La
B1a1 8a18 1681 810 || ug
1681 8188 1818 818 || vy

BEE0 BAEE DEEE BAE || wg
B118 1181 1811 @811 Lia
B118 1161 1611 811 L'g
1181 1811 0116 110 (| ug

B111 1818 1180 1680 || wy,
16 8111 1816 110 || wia
8118 8188 8111 181 Vi3
1816 1168 1686 111 Ly

B111 1811 1181 111 _ _
A1@1 BA1A 1@E1 A6 =H=uv =8¢
A116 GEil GoE1 166
1160 9116 GE11 @66

B111 1818 11806 160
B116 8168 6111 181
AEl1l 1161 6116 810
1186 1868 1111 810

G111 1618 11668 166
BE1l 1181 8lia aia
BEEl 1118 16811 @81
1111 @181 1861 &6a

Bild 3.23: Paritdtsgleichungen des Goppa-Codes mit ¢(z) = z°

Dies erscheint ziemlich aufwandig, wenn man es mit dem
3-Fehler-korrigierbaren Goppa-Code aus Kapitel 3.8.1 ver-
gleicht. Hier hatten sich nur 16 Paritatsgleichungen erge-
ben. Wenn man allerdings die Matrix H durch elementare
Zeilenoperationen auf eine rechte obere Dreiecksform
bringt (Spaltenoperationen sind in diesem Beispiel nicht
erforderlich), wie es in Bild 3.24 geschehen ist, dann sieht
man, dass die meisten Gleichungen linear abhingig und da-
mit Uberfllssig sind. Das Gleichungssystem lasst sich so
auf genau 10 Gleichungen vermindern. In der Darstellung
mit den Elementen des GF(2%) erkennt man das nicht, da
die Elemente jeweils zwar 4 Gleichungen in der Binardar-
stellung entsprechen, aber durch ihre innere Verkopplung
nicht so freizigig "auseinander gezogen" werden kénnen.

Es bleibt also die im Bild 3.25 dargestellte (10-15)-Pari-
tatsmatrix H", mit der man die Generatormatrix G" des
Codes aufbaut. Die Uberlegungen dazu sind die glei-
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chen wie schon in Kapitel 3.8.1: Bei 10 unabhangigen
Gleichungen und 15 Codewortelementen kénnen 5 Ele-
mente frei vorgegeben werden, um die restlichen 10
festzulegen. Mit diesen 5 Elementen lassen sich 32 Co-
deworter berechnen.

1661
Ei11
BE11
BEE]

BEEA
BEEE
BEEA
BEEE

BEEA
BEEA
BEEA
BEEE

BEEA
BEEE
BEEA
BEEE

BEEA
BEEA
BEEE
BEEE

BEEA
BEEA
BEEA
BEEE

Bild 3.24: Paritdtsgleichungen aus Bild 3.23, auf rechte obere

E16E
1811
1161
1686E

1681
B161
aEla
BEE1

BEEA
BEEA
BEEA
BEEA

BEEA
BERE
BEEA
BEEA

BEEA
BEEA
BEEE
BEEA

BEEA
BEEA
BEEA
BEEA

161E
11m1
@il
1168

A111
a16E
aEla
BEE1

1181
a11am
BEEA
BEEA

BEEA
BEHE
BEEA
BEEA

BEEA
BEEA
BEEE
BEEA

BEEA
BEEA
BEEA
BEEA

Dreiecksform reduziert

Da die Matrix H" bereits in Dreiecksform vorliegt, ist das
Vorgehen ganz einfach. Die ersten 10 Elemente v;, ..
sind die festzulegenden, die letzten 5 vi;,
vorgegeben. Man beginnt in der letzten Zeile, in der nur
das festzulegende Element v,o steht. Daraus ergibt sich

V1o

In Zeile 9 kommt vy hinzu,

Vg

ain
111
aim
@a11

S]1oh]
111
118
a1l

(SRR
161
s]ale]
s]a]E]

s]a]e]
BEH
s]a]e]
s]a]E]

s]a]e]
s]a]e]
5la]5)
s]a]E]

s]ale]
s]a]e]
s]a]e]
s]a]E]

= (V11 + Vi3t V15) MOD 2.

= (V10 + vVt V14) MOD 2
= (Va1 + Vg + Vig + Vig +v45) MOD 2

..., V15 werden
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USW.

1681 8188 1818 818 || v,
@111 1811 1181 111 La
BE11 1161 0116 816 || ug
BEE1 1868 11860 811 Ly

BEEE 1681 @111 881 |[u,
BEEE B181 G186 111 |[u.
BEBE BE1E BE1E 118 | [ ug
PEEE BEE1 BEE1 @11 ||uvy | = H''x T = @

BEE0 BEEE 1181 8168 || wyy
BEEE BE0E 8116 181 L

Bild 3.25: Die auf 10 Gleichungen reduzierten Paritcitsbeziehungen

Damit baut man schrittweise ein Gleichungssystem flr
die Codewortelemente vy, ..... , V1o auf, was sich am uber-
sichtlichsten anhand der Generatormatrix G" sehen lasst,
siehe Bild 3.26. Da jede Zeile der Generatormatrix, bzw.
jede Spalte der transponierten Generatormatrix G'T) ein
linear unabhangiger Codewortvektor ist, sind damit ne-
benbei schon 5 Basis-Codeworter gefunden, z. B.:

vy =u-G" =[00001}G" =[010011011100001]
v, =urG" =[00010-G" =[100110111000010]

usw. Weitere Codeworter entstehen daraus als Linear-
kombinationen. Naturlich erflllen alle die Paritatsbezie-

hung H- v* = H' vl = H"- v' = 0. Insbesondere gilt
deshalb auch H"- G"T = 0. Solche Codewdrter sind etwa
V3 =u; G" =[00011]-G" =[110101100100011]
vs =usG"  =[00101]-G" =[001101110000101]
vy =u-G" =[00101]-G" =[101011001000111]

Wenn man diese Woérter mit denjenigen vergleicht, die
Uber das BCH-Code-Verfahren in Unterkapitel 3.7.2 be-
rechnet wurden, so stellt man fest, dass der Code zwar
nicht dieselbe Zuordnung zu den Informationswdrtern
hat, die Menge aller Codewdrter aber insgesamt gleich
ist. Vor allem ist dieser Sonderfall des Goppa-Codes zy-
klisch.
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[y
—
[y
=
-G
c
w

—
=
-
[y
g

1=
—
=
=
= 55 o N o

Bild 3.26: Generatormatrix fur den (15,5)-Goppa-Code

Beide Aussagen prufen wir stichprobenweise. So geht z.
B. v2 durch einen zyklischen Links-Schiebevorgang aus v;
hervor, vs nach einem weiteren Schiebevorgang aus v,.
Das Codewort v; entsteht seinerseits durch zyklische
Rechtsverschiebung aus vs; usw.

Nachdem jetzt an einem Beispiel nachvollzogen wurde,
dass der Goppa-Code im GF(2*) mit dem erzeugenden Po-
lynom c(z) = z° tatsachlich den 3-Fehler-korrigierbaren
BCH-Code im GF(2%) ergibt, kann man versuchen, das an-
gekindigte schnelle Decodierverfahren zu finden, dass
auf der Losung der schon verwendeten Beziehung

(z)-0(z) MOD c(z) =0'(2)
aufbaut. Das Syndrompolynom s(z) hat hier den Grad 5
und damit 6 Koeffizienten sq, ...., Ss, die sich durch Aus-
wertung der Paritatsgleichung nach Bild 3.24 berechnen

lassen. Wegen der anderen Darstellungsweise in Matrix-
form qilt hier zunachst

H-w' =H-(v+e)
=H.vi+H-e

=0+H-¢€ =s'
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mit dem Syndromvektor s. Dieser Vektor hat 2* Ele-
mente, denen man von links nach rechts in 4-er Grup-
pen die 6 Polynomkoeffizienten von s(z) zuordnet. Ein
Beispiel:
Vv =V7
=[101011001000111]
=[011100000000000]
w v, +e
=[110111001000111].
Das ergibt den Syndromvektor s und mit Hilfe der be-

wahrten Tabelle 3-20 auf Seite 145 das Syndrompolynom
s(z)

s =[1101 0000 1101 1001 1001 1011]

S(Z) =B13ZS +O 24 +BWSZS+B1422+B14Z1+B7ZOI
In Unterkapitel 3.8.2 wurde festgestellt, dass der Grad
des Fehlerpositions-Polynoms a(z) und der Grad seiner
Ableitung d'(z) immer in bestimmten, von einander ab-
hangigen Wertebereichen liegen mussen, damit eine L6-

sung fur die genannte Gleichung Uberhaupt mdglich ist.
Hier liegen die Verhaltnisse so:

« Sind 3 Fehler aufgetreten, dann hat das Fehlerpositi-
ons-Polynom wegen a(z) = z3 + 0,2> + 0,z + 0o auf
jeden Fall den Grad 3 und die Ableitung ¢'(z) den Grad
2. Bei letzterer verschwindet aullerdem immer der Ko-
effizient bei z!, da die Ableitung einer geraden Potenz
im GF(2™) ein Vielfaches von 2 als Faktor enthalt, was
MOD 2 stets 0 ist.

« Sind 2 Fehler aufgetreten, dann hat o(z) den Grad 2
und ¢'(z) den Grad 0.

- Ist 1 Fehler aufgetreten, dann hat o(z) den Grad 1 und
o'(z) den Grad 0.

Mit dieser Kenntnis durchlauft man nun schrittweise den
Euklidischen Algorithmus:

c(z) =01(2)-s(2) +1,(2)
s(2) = Q(2) 12(2) +13(2)
r(z) =Q3(2)13(2) +14(2)
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usw., bis sich ein Restpolynom ri(z) ergibt, welches eine
der drei genannten Bedingungen fir den Grad der Ablei-
tung o'(z) des Fehlerpositions-Polynoms aufweist (der
Rechnungsgang selbst wurde in Kapitel 3.8.2 erlautert).
Dann rechnet man mit den bis dahin ermittelten Multipli-
katorpolynomen qj(z) (mit j = i-1, i-2, ...... ,2, 1) in der
schon beschriebenen Weise zuruck, bis man auf die Glei-
chung

ri(z) =0'(2)
=f[91(2), Q(2), .-, Gu1(2)]-8(2)
+ 9[01(2), Q(2), ..., G1(2)]-c(2)
kommt. Die Modulbildung bezlglich c(z) fhrt auf

fla+(z), Q(2), ..., q(2)]-s(z) MOD ¢(z) =1(2)
und deshalb ist der Polynomausdruck f(z) bei s(z)
fla+(2), 0(2), ..., qn(2)] =0(2),

wenn eine der oben angegebenen Bedingungen bezig-
lich des Grades erfullt wird.

Der Vorteil dieses Losungsweges liegt einmal darin, dass
sich der Euklidische Algorithmus hier rein numerisch ab-
arbeiten lasst, zum anderen die Auswertung besonders
einfach mit Hilfe eines Schieberegisters erfolgen
kann, welches nach den Rechenregeln des GF(2*)
arbeitet. Ein solches Schieberegister ist zwar aufwandi-
ger, jedoch nicht schwieriger als im Z..

FlUhren wir nun unser begonnenes Beispiel weiter. Der Eu-
klidische Algorithmus startet bei der Gleichung

cz) =78 =(B%zt0)-s(2) + (B 4P +B'Z+B%Z'+0)
und wird mit den Schritten

s(2) =Bz +B")1(2) + (B +B Z+p%Z+p7)

r(2) = (B'z +B")13(2) + (B72%+0Z'+6%)

fortgefihrt. Die Betrachtung des Restes r4(z) = B7z? + 0z*
+ B zeigt, dass die Bedingung fiir 3 Fehler aufgetreten
sein konnte, da der Grad der Ableitung o'(z) dann 2 ware
und aulBerdem der Koeffizient bei z* gleich 0 ist. Die Rlck-
rechnung ergibt

o(2) = (04(2) + 91(2)-0a(2)-05(2) + 0s(2))
=BT + B2 + Bz + B
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und r4(z) ist offensichtlich die Ableitung hierzu. Also liegt
eine Losung der Gleichung

s(z)-a(z) MOD c(z) =0'(2)
vor (diese Loésung ist sogar eindeutig), mit der die Null-

stellen des Fehlerpositions-Polynoms ermittelt werden
kénnen. Diese sind

Bi =p
Bi =g
B« =p°

Wie sieht es aus, wenn nur 2 Fehler aufgetreten sind?
Nehmen wir als Beispiel

e =[000100001000000]

(wobei es unnotig ist, hierauf noch einen Codewortvektor
v zu addieren, da der von diesem erzeugte Anteil im Syn-
dromvektor ja ohnehin verschwindet). Das ergibt folgen-
den Syndromvektor s bzw. folgendes Syndrompolynom
s(z):

w
1

[0000 0111 0101 0000 0011 0100]
s(2) = 0 OB +0 22 +BiZ +BRZ.

Speist man damit den Euklidischen Algorithmus, so erhalt
man im ersten Schritt

c(2) =B+ pz+p)s2) +B
Eine Uberpriifung ergibt, dass von den 3 oben genannten
Fehlerbedingungen diejenige fir 2 Fehler bereits in die-

sem ersten Schritt erfullt ist. Das Fehlerpositions-Polynom
lautet demnach

o(2) =R+ Pz +p
und die Nullstellen sind
B =p°
B =B
Nun noch ein Beispiel, wo der 1-Bit-Fehler
e =[000001000000000]

auftrat. Er fuhrt auf folgenden Syndromvektor s bzw.
auf folgendes Syndrompolynom s(z):

S = [0001 0110 0111 0000 0110 0111]

S(Z) = BOZS +BSZ4 +B1023 +BOZ2 +B5Z1 +B1OZO.
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Auch hier liefert bereits der erste Schritt des Euklidi-
schen Algorithmus die Lésung:

) =(@z+p)siz) +p"

Von den 3 Fehlerbedingungen trifft offenbar diejenige
fir einen 1-Bit-Fehler zu. Das Fehlerpositions-Polynom
lautet demnach

o) =z+f
mit der Nullstelle
B =p°

Zum Abschluss eine letzte Frage: Was passiert, wenn
mehr als 3 Fehler aufgetreten sind. Hier lassen sich fol-
gende Falle unterscheiden:

- Einige Fehleranordnungen kénnen das gesendete Co-
dewort v so verandern, dass ein anderes gultiges Co-
dewort v' entsteht, namlich dann, wenn der Fehler e
zufallig selbst ein Codewort ist. Die Linearkombination
zweier Codeworter ergibt wegen deren Zugehoérigkeit
zu einer mathematischen Gruppe immer ein weiteres
Codewort (siehe Unterkapitel 3.4.1). Anhand unserer
Beispiele ist das gut zu erkennen. So ergibt die Summe
von v; und v, das Codewort vs:

VitV =[010011011100001]
+[100110111000010]
=[110101100100011] =Vs.

Kein Decodierverfahren der Welt ist dann in der Lage,
dies zu erkennen. Wie oft kann so etwas eigentlich ein-
treten? Bei unserem (15,5)-Code sind 2> Empfangs-
worter maglich, aber nur 2° als Codeworter zulassig.
Nimmt man das Nullwort aus, das naturlich keinen
wirklichen Fehler darstellt, so bleiben fiir e genau 2> -1
Moglichkeiten. Da alle denkbaren Fehler ihrerseits in
2> - 1 Varianten auftreten kénnen, betragt die theore-
tische Wahrscheinlichkeit (25-1)/(2%5-1) ~ 279, ist also
kleiner als 1/1000. Die praktische Wahrscheinlichkeit
sollte allerdings bedeutend geringer sein, was durch
die Technologie sicherzustellen ware. Anders ausge-
drickt wird man den Code so wahlen, dass das Auftre-
ten von mehr Fehlern, als mit dem Verfahren korrigier-
bar, so gut wie ausgeschlossen bleibt.

+ Weiterhin kann es sein, dass dem Decodierverfahren
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"vorgetauscht" wird, es waren Fehler in einer korrigier-
baren Anzahl aufgetreten. Dieser Fall tritt ein, wenn
sich der Fehler so interpretieren lasst, als ware er aus
einem zulassigen Codewort v' und einer korrigierbaren
Anzahl von Einzelfehlern entstanden. Dann baut sich
das Empfangswort w aus

w=vte=v+(V'te)=v'+e

auf und wird falschlicherweise als Codewort v'" deco-
diert. (Ubrigens hat der Fehler e dann ein Gewicht von
wenigstens 4 (also 4 Einsen), denn jedes Codewort
(auBer dem Nullwort) enthalt mindestens 7 Einsen
(Mindest-Hammingabstand fur 3-Fehler-Korrigierbar-
keitd = 2.3 + 1 = 7), was bei Addition eines 3-Bit-Feh-
lers im ungunstigsten Fall 4 Einsen ergibt, meistens
naturlich mehr).

Alle anderen Fehler fuhren bei der Verwendung des
daraus entstehenden Syndrompolynoms s(z) im Eukli-
dischen Algorithmus zwar auf eine der oben genann-
ten vertraglichen Fehlerbedingungen, das Fehlerpositi-
ons-Polynom a(z) hat im GF(2%) dann aber keine Null-
stellen, so dass sich Fehler nicht korrigieren lassen. Ein
Beispiel mag diesen Sachverhalt ein wenig erlautern.
Wir gehen von einem 4-Bit-Fehler

e =[011110000000000]

aus, der den Syndromvektor s und das Syndrompoly-
nom s(z)

s =[0001 0111 0100 0001 0010 0101]

S(Z) - BO 25 +BWOZ4+BZZ3 +BO ZZ +B1 Z1 +BS ZO.
erzeugt. Der Euklidische Algorithmus wird also mit
oF) =2 =(Ez)s)  + (B2 Z )

gestartet und setzt sich mit

s(2) =(BUze0bnie)  + (U2 L)
r(2) =Bz rs(z)  +(p°Z+0Z'+B")
fort. Im dritten Schritt ergeben sich fir
o(2) = (01(2) + %i(2)-92(2)-05(2) + 05(2)

- BSZS + 8422 + BMZ + BS
oD =@ =p"
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vertragliche Bedingungen, so dass man annehmen
kénnte, es seien 3 Fehler aufgetreten. Keines der 15
nutzbaren Elemente (0 ausgeschlossen) ist aber eine
Nullstelle des Fehlerpositions-Polynoms o(z). Daraus
schlieBt man das Auftreten von mehr als 3 Fehlern.
Insgesamt steht jetzt ein Verfahren zur Decodierung
von BCH-Codes zur Verfugung, welches tatsach-
lich besonders einfach arbeitet und dem im Unter-
kapitel 3.7.7 beschriebenen Uberlegen ist. Einen
kleinen Wermutstropfen muss man dennoch
schlucken: Bei einem BCH-Code zur Korrektur
von t Fehlern sind hier doppelt so viele Syndrom-
werte zu berechnen, ob man das nun Uber die Pa-
ritatsmatrix H oder direkt aus den Paritatsgleichun-

gen im GF(2™) heraus macht. Trotzdem werden die Vor-
teile Uberwiegen. Adamek erlautert Gbrigens im Kapitel 13
seines Buches das Verfahren in allgemeiner Form. Wir be-
gnigen uns mit den geschilderten Grundgedanken, die
bereits wesentliche Gesichtspunkte enthalten.

Reed-Muller-Code

Nach all den doch sehr mathematisch gepragten Gedan-
ken zur Frzeugung und Decodlerung von zyklischen (o-
des und Goppa-Codessollnun-noch —_gewissermalSsen zur
Entspannung - ein Blick aut einen vollkommen anders ar-
beifenden Code _geworfen _werden,_der mit_einfachster
Mathemafik auskommt und dennoch recht wirkungsvoll
ISt _den Reed-Muller-Code _Er_gehf von_emer direkt auf-
stellbaren Generatormatrix G _aus Die Decodierung der
Empfangsworter erfolgf_nichf _etwa uber _das verfraut
Syndrom, sondern uber eine andere pfiffige Technik Da-

B - N kKeine Paritatsbe-
2|ehungen Im bisher gebrauchten Slnn.[

Schauen wir uns zunachst die Frzeugung der Codewdrte
n_und wahlen dazu einen Code zur Korrekfur von maxi-

= 7H= 16 _Die Generatormatrix_bestehf aus 5 Zeillen_die
einen _ganz charakterisfischen Autbau haben Man be-
frachtef jede Zeile als Zeilenvekior,_der mif r bezeichnef]
und _mif dem Tndex O beginnend _durchnummerierf wird
Der Erste, also rg, soll lauter "1"-Elemente haben, de




